Algebra dei vettori

1 Definizione di vettore

Vi sono grandezze, quali il tempo, la temperatura, la massa di un corpo, il
lavoro compiuto da una forza, che sono individuate completamente da un
numero che ne rappresenta la misura rispetto a una unita prefissata. Gran-
dezze fisiche di questo tipo si chiamano grandezze scalari.

Vi sono d’altra parte grandezze, quali la velocita di un corpo o la forza ap-
plicata a un oggetto, che sono definite invece, oltre che da un valore nume-
rico (detto modulo o intensita), da una direzione e da un verso (e a volte anche
da un punto di applicazione). Grandezze fisiche di questo tipo si chiamano
grandezze vettoriali e sono rappresentate da enti matematici detti vettori.
Prima di dare la definizione di vettore, occorre introdurre il concetto di seg-
mento orientato.

Si dice segmento orientato nel piano un segmento AB (con A # B) in cui
sia fissato un verso di percorrenza da A verso B o da B verso A. Un segmen-

to AB, orientato per esempio da A verso B, si indica con il simbolo AB e
permette di individuare (fig. 1):

1. una direzione (quella della retta AB);
2. un verso (quello da A a B);

3. una lunghezza, o intensita, o modulo (il numero positivo che da la misura
di AB, rispetto a un’unita di misura prefissata);

4. un punto origine, o punto di applicazione (il punto A).
Viceversa, queste proprieta individuano un segmento orientato nel piano.

Due segmenti orientati AB e CD che abbiano in comune direzione, verso e
modulo, e quindi differiscano soltanto per 'origine, si dicono equipollenti

e si scrive AB ~ CD. Osserviamo che in generale due segmenti orientati
equipollenti sono paralleli (ma possono anche appartenere alla stessa retta).
Per convenzione, tutti i segmenti nulli si considerano tra loro equipollenti.

E facile verificare che la relazione di equipollenza tra segmenti orientati go-
de delle proprieta riflessiva, simmetrica e transitiva, quindi e una relazione
d’equivalenza.

La relazione di equipollenza permette percio di suddividere I'insieme dei
segmenti orientati in classi d’equivalenza. Si chiama vettore ciascuna di que-
ste classi d’equivalenza. Ogni vettore puo essere rappresentato da un qual-
siasi segmento orientato appartenente alla classe di equivalenza che defini-
sce il vettore.

Un vettore ¢ un ente individuato da una direzione, un verso, un modulo o
intensita; ¢ rappresentato da un segmento orientato e da tutti i segmenti a
esso equipollenti.

I vettori si possono indicare sia con lettere in neretto, ad esempio u, v, w,
ecc., sia con lettere minuscole sottolineate, ad esempio #, v, w, ecc. sia con

lettere in corsivo sovrastate da una freccia; noi adotteremo quest’ultima

scrittura.

Figura 1
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Il modulo di un vettore 7" si pud indicare indifferentemente con le scrittu-
— —
re:v, | 77| o || 7|
Per disegnare un vettore, si traccia un segmento orientato.
e Un vettore che ha modulo uguale a zero viene detto vettore nullo.
Il vettore nullo si indica con 0 e ha direzione e verso indeterminati.

. —> — . . . .
e Due vettori # e v sono uguali se hanno in comune direzione, verso e
modulo.
e Due vettori che abbiano la stessa direzione si dicono paralleli.
Due vettori paralleli si dicono concordi o discordi a seconda che lo siano
due loro rappresentanti.

e Due vettori che abbiano lo stesso modulo e la stessa direzione, ma verso
. . . N . . N
contrario, si chiamano vettori opposti. L’opposto di un vettore 7’ si in-
: —
dica con — 7.

2 Addizione tra vettori

Dati due vettori # e 7 e detto AB un rappresentante di #’, consideriamo,
come rappresentante di 7, il segmento orientato BC, consecutivo ad AB
.2 o o
Si chiama somma di %" e 7" il vettore w rappresentato da AC, e si scrive:
I

=u+v

—
w

w

_

<l

<

—
u

gl

A
Figura 2

I vettori # e 7 si chiamano addendi.

La precedente definizione di somma si puo anche esprimere tramite una re-
gola, detta regola del parallelogramma.

La somma di due vettori %’
— o o N
e v e il vettore w rappre-
sentato  dalla  diagonale, /ﬁ"
uscente da un punto A del
piano, del parallelogrammo
costruito sui due rappresen-

tanti di % e 7 uscenti an-
ch’essi da A.

Figura 3

La somma di piu vettori, dati in un certo ordine, é il vettore che si ottiene
addizionando il primo vettore al secondo, poi addizionando il risultato ot-
tenuto al terzo vettore e cosi via, fino a esaurire tutti gli addendi.
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Nella pratica si usa un procedimento pit veloce. Ad esempio, se si sommano
cinque vettori (fig. 4), la loro somma é rappresentata dal segmento orientato
che unisce il punto di applicazione A del primo vettore con I'ultimo estremo
della linea poligonale i cui lati sono i rappresentanti dei singoli vettori, trac-
ciati 'uno di seguito all’altro a partire dal punto A (regola della poligonale).

L’addizione tra vettori gode delle propmeta associativa e commutativa, ha ele-
mento neutro 0 e per ogni vettore ¥’ esiste un Unico vettore Opposto — v'.

oo . . . —
Si chiama differenza di due vettori % e 7, e si indica con % — 7/, la som-
— > S s = = — —
ma del vettore % con l'opposto di 7/, cioé: ' — v = u + (—7").
La figura S illustra graficamente i vettori # + v e u — 7.
A
A A2 B v c

gl

1
42
1

Figura 4 Figura 5

3 Prodotto di un vettore
per un numero reale

Definiamo ora un’altra operazione sui vettori, che a ogni coppia formata da
un numero reale e da un vettore associa un vettore.

. —
Siano # un vettore non nullo e 2 un numero reale non nullo.
Si chiama prodotto del numero a per il vettore %, e si indica con a#, il vet-
tore che ha:
o N
e la stessa direzione del vettore %’;
e il verso concorde o contrario a quello di #’, a seconda che il numero a
sia positivo o negativo;
e il modulo uguale al prodotto del modulo di % per il valore assoluto

di a.

Se poi w = 0, oppure a = 0, allora si pone, per definizione:
—

07 =40=0

Dalla definizione data segue che se % = av’, i vettori #’ e v sono paralleli.
Viceversa, se # e v sono paralleli, allora risulta %" = av’, cona =+ —, in
v

cui vale il segno + o — a seconda che i versi di %" e 7" siano concordi o di-

scordi.

P . . ~a .
Poiché 0 = 0%, conveniamo che il vettore nullo 0 sia parallelo a ogni al-
tro vettore.

Infine, qualsiasi siano 1 numeri reali 2 e b e i vettori # e v’, valgono le se-
guenti proprieta:

e associativa: a(bw) = (ab)w
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o distributiva dell’addizione di numeri

rispetto al prodotto per un vettore: (a+b)w =au +bu
e distributiva del prodotto per un numero

rispetto all’addizione di vettori: a(w+7V)=au +av
e ruolo del numero 1: 1" 4=4-1=%

4 Versori

Un vettore di modulo unitario si dice vettore unitario o versore.
Si dice versore di un vettore # il versore 7 che ha in comune con il vettore
u la direzione e il verso (fig. 6), e si scrive 7" = vers .

Un vettore si puo quindi scrivere come prodotto di una parte vettoriale, il
suo versore, e una parte numerica (o scalare), il suo modulo:

— —
u =ur

Nelle applicazioni sono di particolare importanza i cosiddetti versori fon-
damentali /i e j, che sono definiti in un sistema di riferimento cartesiano
ortogonale Oxy (fig. 7):

e i & il versore che ha la stessa direzione e lo stesso verso dell’asse X;

. 7 e il versore che ha la stessa direzione e lo stesso verso dell’asse y.

A

Figura 7

Bl Scomposizione cartesiana di un vettore

In un sistema cartesiano ortogonale Oxy, consideriamo i versori fondamen-
tali 7 e j (fig 8).

P(a; b)

v

A

Figura 8

Dato il punto P(a;b), tracciamone le proiezioni sull’asse x, nel punto
A(a;0), e sull’asse vy, nel punto B(0;b).

=l

Figura 6

=l

110139A 19p B4qa3|Y

raeAON - yds jonds 1unsody aq 0102 ®




Per definizione di somma tra vettori, si ha:
e
(1) OP = OA + OB

— o = S
Essendo OA =ai e OB =bj,la (1) si puo scrivere:

(2) OF —ai +b]

. . . . . %
I numeri a e b si chiamano componenti, o coordinate, del vettore OP.

La relazione fondamentale (2) si chiama scomposizione cartesiana del vet-
tore OP tramite i versori fondamentali i e j e le coordinate (a;b) di P.
— = o .
Il modulo del vettore @ = OP =ai +bj & u=+a?+ 2 la direzione &
data dall’angolo « che il vettore forma con il semiasse positivo delle x e

risulta:

a
cos ¥ = — seno — —
u u

Si osservi che a ogni punto P(a;b) del piano cartesiano corrisponde uno e

— ==
un solo vettore OP =ai +bj.

Viceversa, a ogni vettore # corrisponde uno e un solo punto P del piano

. H —)
cartesiano tale che % = OP.

Per questo motivo, il vettore OP di componenti a e b si puo identificare con
le sue componenti e si scrive:

OP = (a,b)

Se si considerano le coordinate di due punti del piano cartesiano, Py (x1;y1)

e Py(x2;92), si ha (fig. 9):

—— - = = — - =0 = =
OP1 =x1 1 +y17 OP, =x; 1 +52 7 PP, = OP, — OP;

— — —
(3) PPy = (x—x1) i + (y2—y1) J
A
y P,
P
A
7 - .
ol 7 = X

Figura 9

I numeri (x; —x1) e (y2 —y1) si chiamano ancora componenti, o coordinate,
—

del vettore P P;.

Pertanto, per determinare le coordinate di un vettore, basta considerare un qualun-

que segmento orientato che rappresenti il vettore e calcolare la differenza delle ascisse e
la differenza delle ordinate dei suoi estremi.

Se il vettore ¢ forma
un angolo « con I'asse
X, le sue componenti
S0N0

Uy = a= UCOS

Uy =b=usena
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Poiché il modulo del vettore Py P, ¢ la distanza tra i due punti P; e P,, si ha che:

(4) ‘Pl ‘ = \/ (k2 —x1)* + (2 —1)°

Osserviamo che due vettori sono paralleli se hanno le componenti in pro-
porzione.

. - = -, .
Ad esempio u=-2i —4j e v=3i +6j sono paralleli perché
—2:3=—4:6.
ESEMPI

Kl Determiniamo la scomposizione cartesiana e il modulo del vettore
PyP;, con Py(3;1) e P5(2;-3)
Per la (3), si ha: PP, =

2-3)i+(-5-1)j=-17-6]
e, per la (4): |P1Py| = 1/ (—1)* + (—6)? = V/37.

Bl Dati i vettori @ = AB e 7 = BC, con A(2;1), B(3;2) e C(—4;3), de-
terminiamo lasomma s = # + 7 ela differenza d = % — 7
Siha: % = i +7€7:—77+7,dacui:
BT =(1-7) i +(1+1)j =-6i+2]
T-T=0147)i+01-1)] =87

Se si tiene conto delle proprieta dell’addizione tra due vettori e del prodot-

to di un vettore per un numero reale, se % = ai + b? ev=ci +d j,al-
— — — —

lora#w +7 =(a+c)i +(b+d)jekw =kai +kbj.

5 Prodotto scalare di due vettori

Dati due vettori % e 7, si dice angolo formato da essi 'angolo convesso for-
mato da due segmenti orientati, aventi la stessa origine, che rappresentano
1 due vettori (fig. 10).

—
v
—
v
N
u
a

<l

Figura 10
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Con questa premessa, possiamo dare la seguente definizione.

Si chiama prodotto scalare di due vettori non nulli w e 7, e si indica con
w - v (che si legge «u scalare 7'»), il numero reale che si ottiene moltipli-
cando il prodotto dei moduli dei due vettori per il coseno dell’angolo o da es-

si formato:

— =
u - vV = uvCcos

Se almeno uno dei due vettori ¢ nullo, allora il loro prodotto scalare &
zero, cioe:

0-7=%-0=0-0

=0
I termine «scalare» indica che il risultato dell’'operazione ¢ un numero.

Questo numero € positivo, negativo o nullo a seconda che I'angolo dei due
vettori sia, rispettivamente, acuito, ottuso o retto.

Il prodotto scalare gode delle seguenti proprieta.
e Proprieta commutativa: w-v =1v-u

Il prodotto scalare non dipende dal segno dell’angolo dei due vettori, essen-
do cos a = cos (—a).

e Proprieta associativa: sea € R, (aw')- v =a(u - 7)

o Condizione di ortogonalita: dati due vettori %" e »" non nulli, " - 7" = 0 se
— =
esolose w L 7.
: —2 — —
e Quadrato scalare di un vettore: " = u - u = u?

e Proprieta distributiva del prodotto scalare rispetto all’addizione di vettori:
I e T
W (W+7V)=w -w+w-v

6 Espressione analitica del prodotto
scalare

Consideriamo due vettori # e 7 in un sistema di riferimento cartesiano
) ) L=
ortogonale Oxy di versori fondamentali 7 e j:

72474—177 7207+d7

1l prodotto scalare % - 7" & dato dall’espressione:

WV =ac+bd

Questa ¢ Iespressione analitica del prodotto scalare di due vettori in fun-
zione delle loro coordinate cartesiane, che possiamo cosi enunciare:

il prodotto scalare di due vettori e dato dalla somma del prodotto del-
le prime coordinate dei vettori con il prodotto delle seconde coordina-
te dei vettori.
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ESEMPI

.. . - =
El Dati i vettori % =3 +2 e vV =
to scalare.

- 7, calcoliamo il loro prodot-

WV =ac+bd=3-1+2(-1)=1

A Proviamo che i vettori 7 = 37 + S/ e? =5i —3] sono perpendico-
J J perp
lari.
Si ha:
WV =ac+bd=3-5+5(-3)=0

Bl Coseno dell’angolo di due vettori

La formula trovata permette di determinare facilmente I'angolo « tra due
. —_— — .
vettori u, v'. Infatti, se:

72474—197) vzc?—l—d?
si ha:
(1) U -V = uvcos WV =ac+bd
e, tenendo presente che u = Va? + b? e v = V/¢? + d?, dalle (1) ricaviamo:
ac +bd ac +bd
cos o = =

uv Va2 + b /¢ + d?

ESEMPIO
. . N - —

Determiniamo l'angolo convesso tra i vettori # =3 i +2j e
N
v=1—j.
Abbiamo:  # = /13 v=12 WU =3-2=1
da cui: cosa=——= — ax~79°

V26

7 Prodotto vettoriale

Il prodotto vettoriale si definisce tra vettori nello spazio nel modo seguente.

Si chiama prodotto vettoriale del vettore % per il vettore 7, e si indica con:
U XV
(che si legge «u vettoriale v»), il vettore w che ha:

e il modulo uguale al numero che si ottiene moltiplicando il prodotto
dei moduli dei due vettori per il seno dell’angolo o da essi formato:

|@ x 7| = %] |7| sena
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e la direzione coincidente con quella della perpendicolare al piano deter-
minato dai due vettori (fig. 11);

T

— — —
W=uxVv
— —
—
u (03

Figura 11

e il verso definito nel modo seguente (regola della vite). Immagina una
vita destrorsa che si avviti ruotando nello stesso senso della rotazione
che il vettore %" deve compiere per assumere la stessa direzione di 7/,

. 0o = o .
descrivendo I'angolo convesso a. Il verso di w' & quello secondo cui ta-
le vite avanza.

Se poi % e ¥ sono paralleli, o se uno di essi & nullo, per definizione, si
pone:

.
AUXT =0

Dalla definizione di prodotto vettoriale, si puo osservare che esso non gode
della proprieta commutativa; infatti, si ha:

Vxuw=—(ux7)

cioe: scambiando lordine dei fattori il prodotto vettoriale cambia verso.

Si dimostra invece che il prodotto vettoriale gode della proprieta distributiva ri-
spetto all’addizione dei vettori, cioe:

(W+ )XW =UXW+7V xXw

ESEMPIO

1l vettore %', di modulo 5, forma un angolo di 30° con il semiasse positi-
vo delle x e il vettore 7', di modulo 4, ha direzione e verso del semiasse
positivo delle y. Determiniamo il vettore % x 7.

Langolo v tra % e v’ ha ampiezza:

a = 60°

La direzione & perpendicolare al piano xy e il verso si ottiene con la regola
della vite, immaginando che ’asse x ruoti per sovrapporsi all’asse y.
Inoltre:

3
|7x7\—u-v-sena—5~4~§—10\/§

110139A 19p B4qa3|Y

raeAON - yds jonds 1unsody aq 0102 ®



Esercizi

Definizione di vettore; addizione tra vettori; prodotto di un vettore
per un numero reale

n Indica se le seguenti grandezze sono vettoriali o scalari.

Grandezza Grandezza

scalare vettoriale
Il peso di una cassa di mele O O
La temperatura corporea ] ]
L’accelerazione di un’automobile ] ]
La trazione esercitata da un cane che tira il guinzaglio O O
La pressione atmosferica ] ]
La tensione ai poli di una pila ] ]
La velocita di scorrimento dell’acqua di un fiume O O
La massa del Sole U ]

n Disegna i segmenti orientati equipollenti al segmento AB e aventi origine nei punti D, E, F.

n Scegli il completamento corretto. La somma di due vettori si ottiene:
a) sommando i moduli dei vettori
b) sommando i moduli dei vettori, se questi hanno la stessa direzione
c) con la regola del parallelogrammo, se i vettori non hanno uguale direzione
d) sommando i moduli dei vettori, se questi hanno uguale direzione e verso

—_
n Disegna il vettore somma # e il vettore differenza d dei vettori % e 7"

<l

<

n Dato 11 vettore # , COStruisci 1 vettort:

=l
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n Dato il vettore « , Ccostruisci 1 vettort:

4 3
u+v w -7 —— U+ 2U ——7

5 2
v

Y

=l

n Una slitta e trainata da tre renne, ciascuna delle quali la t1ra con una forza rappresentata
rispettivamente dai vettori #’, ¥, w. Disegna il vettore F che indica la forza risultante
che agisce sulla slitta.

I~ =

N

n Siano OA e OB due vettori e sia OC una mediana del triangolo OAB. Dimostra geometri-
— 1l f(— —
camente che OC = 5 <OA + OB).

Versori e scomposizione cartesiana di un vettore

Sia 7 = AB il vettore del piano xOy di componenti v, = —3; v, = 5 e sia A(2; —1). De-
termina le coordinate di B.

ESERCIZIO SVOLTO

m Determiniamo la proiezione del vettore %" sull’asse x, conoscendo il modulo # e I'ango-
lo o formato dal vettore con il semiasse positivo delle x.

a) u, b) u=6,a=30°
Abbiamo:

a) Uy =u cosq

3
b) ux:6-cos30°:6-§:3\/§

n Determina le componenti del vettore #" di cui sono noti il modulo v e 'ampiezza dell’an-
golo a formato da 7" con il semiasse positivo delle ascisse.

a) v=2 «o=120° by v=4 «=150° cv=1 a=60°

m Calcola il modulo del vettore 7’ sapendo che v, ¢ la sua proiezione sullasse x e I'angolo
tra 7 e la direzione positiva dell’asse x & a.

a) v, =-5 «a=120° b) v, =3 «a=45°
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m Nel piano cartesiano il vettore 7" forma con l'asse x 'angolo o = 60° e la sua componente
secondo l'asse x ¢ v, = 6; determina il modulo del vettore e la sua componente secondo
asse y. [12; 6V/3]

m Nel piano cartesiano il vettore 7 ha le componenti v, = 3v/3 e vy = 3; determina il suo
modulo e 'angolo che esso forma con l'asse x. [6; 30°]

Siano w = (5;—3) e V.= (—10; 9). Esegui le seguenti operazioni.

s 77
15 1_ 2 ., 1_

m—u—i-—v —u ——=v
3 9 S 3

Determina il modulo e la direzione dei seguenti vettori.

ESERCIZIO SVOLTO
a) w = T \/37
In ogni caso, il modulo di % = ai+ b? e dato da u = Va? + b2,
A
cosa == v
u
e la direzione dall’angolo «, che ha b "
sena — 2 o )
u o7 a X
Abbiamo quindi:
1
cosa = —-
Q) u=1/12+(V3) ' =VI+3=2, — o= 60°
V3
sen o = T

Bl w=127 bw=-2i-2V3] Qw=5i+5j
[a)ule,azOo;b)u 4,a:2400;c)%:5\/§,a:45°]

Prodotto scalare e prodotto vettoriale

m Calcola il prodotto scalare tra i vettori o = (—3;2) e w = (5;6) e poi tra i vettori
—
a

a=(2;-5)e b = (10; 4). Come sono tra loro i vettori @ e b? [—3; 0]

m Dopo aver calcolato il prodotto scalare tra 7" = (3;4) e w = (—4; 3), deduci che i due
vettori sono perpendicolari.

Calcola i seguenti prodotti scalari, individuando le coppie di vettori perpendicolari:
-, -

a) (\/Ez —3])-(—\/§z -|-2])

b) (37 +67) (27 -7)

0) (7 + 27) . (27 + 7) [a) —10; b) O (i vettori sono perpendicolari); c) 4]
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m Calcola P'ampiezza dell’angolo formato tra i due vettori % e ¥’ nei seguenti casi:
Q) W=3i-2] T=2i+43] b uw=-3i+j T=V3i+]
9T = (Vo VDT +(VotvD)T T=(ervD)T+(e-vaT
[a) 90°; b) 120°; c) 60°]
m Due vettori hanno moduli, rispettivamente, # = 10 e v = 2.
Sapendo che % - 7" = 12, calcola | % x 7| [16]
ml due vettori @ e b formano un angolo di 150° e il modulo di @ ¢ 8. Sapendo che il pro-

dotto vettoriale @ x b ha modulo 6, calcola il modulo di b, {%}

110139A 19p B4qa3|Y

eaeAON - ydS ®Bjonds 1unsody aq 0107 ®

—
w




